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KAZIMIERZ SOBCZYK, MARCIN M. SOBCZYK

Wokol matematyki i psychologii

Matematyka 1 psychologia spostrzegane sg zwykle jako
dziedziny nauki bardzo od siebie odlegle. Nie znaczy to,
Ze nie mogg sie zblizac. Uniwersalny jezyk matematyki
staje sie coraz bardziej przydatny dla psychologii.

Znane sa powszechnie ogromne osiagniecia matematyki w rozpoznawaniu mecha-
nizméw otaczajacego nas $wiata. Najpotezniejsze teorie nauki wspélczesnej, takie jak
mechanika Newtona, teoria zjawisk elektromagnetycznych Maxwella czy teoria wzgled-
noéci Einsteina, byly mozliwe tylko dzieki sile i uniwersalnosci struktur matematycz-
nych. Jednakze przez dlugie lata matematyka stuzyla gléwnie do wyjasniania $wiata
materialnego, fizycznego. Co wiecej, dzieki tym osiagnieciom stato sie czyms zupelnie
naturalnym, ze budowanie i analiza skomplikowanych modeli matematycznych sg po
prostu konieczne dla ulepszania naszego zycia codziennego. Czesto juz nawet zapomi-
namy, ze takie powszechne dzisiaj obiekty, jak pociagi, okrety, samoloty czy telewizja
potrzebowaly dla swego zaistnienia rozwigzania wielu zlozonych probleméw matema-
tycznych (np. scharakteryzowania praw dynamiki ptynéw czy tez matematycznej analizy
rozchodzenia sie sygnaléw elektromagnetycznych).

Skoro matematyka okazala sie tak zdumiewajaco skuteczna w rozpoznawaniu §wiata
fizycznego, to stalo sie naturalne takze czynié wysilki w kierunku $cistego ujmowania
(opisu) zjawisk §wiata niematerialnego, np. zjawisk biologicznych, ekonomicznych, spo-
tecznych, a takze... psychologicznych. Dokonany w tej dziedzinie postep jest ogromny,
chociaz ciagle niezadowalajacy. Juz chwila refleksji wystarcza, aby zrozumied, ze zja-
wiska §wiata idei i zachowan ludzkich sa o wiele bardziej skomplikowane niz te nalezace
do realnos$ci fizycznej. Zjawiska w ukladach ztozonych z istot zywych (i w samym czlo-
wieku) maja te wlasnosé, ze ich elementy magazynuja nie tylko energie, ale takze infor-
macje. Ludzie i grupy spoleczne moga sie uczy¢ i zmieniaé¢ swe zachowanie zgodnie
z nabyta wiedza. W tych zywych ,ukladach” obserwujemy zjawiska, ktére w ogélnosci
nie wystepuja w ukladach fizycznych; np. pamieé, intencje, emocje, a takze mozliwo$§¢
antycypacji w czasie. Czy zatem metody matematyczne sa tutaj mozliwe? Odpowiedz po-
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winna by¢ optymistyczna, gdyz umyst ludzki ,lubi” zmagac sie z komplikacjami i trud-
no$ciami.

Pierwsze kroki; matematyzowanie pomiaru

Wydaje sie, ze zwiazek nowoczesnej psychologii (jako odrebnej nauki) z matematyka
rozpoczat sie od opracowywania wynikéw obserwacji i pomiaréw. Na przyklad, badajac
dwie cechy (lub zmienne) psychologa interesuje czesto ich wzajemna wspéizaleznosé,
korelacja. Ilo§ciowa miarg liczbowa (wskaznikiem) owej korelacji i jej sily jest wspot-
czynnik korelacji, ktérego znak moze by¢ dodatni lub ujemny, a wielko$¢ zmienia sie
w przedziale od -1 do +1. Majac dane empiryczne otrzymane z do§wiadczenia, oblicza
sie ten wspolczynnik na podstawie prostego wzoru matematycznego znanego w statys-
tyce. Istote korelacji mozna tez przedstawic na wykresie w ukladzie wspoétrzednych na
plaszczyznie.

Innym przykladem jest szacowanie bledu pomiaruwyrazajacego np. réznice miedzy
wynikiem z losowej préby wzietej z badanej populacji i prawdziwym wynikiem dotycza-
cym calej populacji (np. w sondazach). Dokonuje sie tego na podstawie znanych formut
matematycznych wyprowadzonych z rachunku prawdopodobienistwa. Trzeba tez dodad,
ze tak powszechnie uzywana w psychologii empirycznej krzywa Gaussa swoja meto-
dyczna moc wywodzi z centralnego twierdzenia granicznego — jednego z najwazniej-
szych rezultatéw teorii prawdopodobieristwa. Mozna powiedziec¢ ogdlniej, ze zwiazek
rachunku prawdopodobieristwa i psychologii realizowat sie, przez dlugi czas, gtéwnie
poprzez metody i procedury statystyki matematycznej — dziedziny, ktérej zadaniem jest
wnioskowanie z danych empirycznych w sytuacjach niepewnosci i losowosci.

Psychologia jest nade wszystko nauka empiryczna; czerpie ona swa wiedze o zjawis-
kach psychicznych ludzi i ich zachowaniu z obserwacji, eksperymentéw i pomiaréw. To
wlasnie pomiar - jego najgtebsza istota i zwigzane z nim metodyczne trudnosci zwrécily
uwage psychologoéw na matematyczng teorie pomiaru. Jesli jednak fizycy dokonywali
pomiaréw wielkosci, ktére wystepowaly w mocno matematycznie ugruntowanych pra-
wach przyrody, to psycholodzy zapragneli mierzy¢ takie charakterystyki ludzkie, jak na
przyktad: zdolnosci, poglady czy cechy osobowosci (1). W naturalny sposéb wytonily sie
wiec pytania o mozliwo$¢, sens i interpretacje tego rodzaju pomiaréw. W jaki sposéb
mozna ilo§ciowo charakteryzowac np. preferencje czy upodobania?, jak mozna mierzy¢
tak subiektywne odczucie, jak glosnos$é dzwieku, i jak zwiazac to wrazenie psychiczne
z fizyczna wielko$cia, zwana natezeniem dZzwieku? Oczywiscie, subiektywne oceny glos-
nosci dZzwieku zaleza od jego intensywnosci (natezenia), ale zaleza takze od czestosci
sygnatu dZzwiekowego; znane sa krzywe jednakowej glo§noéci ilustrujace fakt, ze dZzwieki
o pewnych intensywno$ciach sa odczuwalne pod wzgledem glosno$ci, tak samo jak
dzwieki o innych intensywno$ciach, gdy te maja inna czestotliwos¢. Warto tez tutaj do-
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da¢, ze ten sam dZzwiek moze miec rézne charakterystyki psychologiczne, na przyklad
wspomniana wyzej glo§no$é, ale takze ,,co$”, co charakteryzuje emocjonalne znaczenie
dzwieku, a takze ,,co$”, co wywoluje skojarzenia w sferze wyobrazni.

Definiowanie pomiaru w naukach spotecznych i w psychologii ma dtuga historie. Na
przyktad Russell (Principles of Mathematics, 1938) definiuje pomiar nastepujaco:
pomiar okreslonej wielko$ci — to metoda, dzieki ktérej uzyskujemy wzajemnie jedno-
znaczng odpowiednio$¢ miedzy interesujaca nas wielko$cig i liczbami (calkowitymi,
wymiernymi czy rzeczywistymi). Wydaje sie, ze bardziej zadowalajaca definicje (zgodna
ze wspoélczesng matematyczng teoria pomiaru) mozna wypowiedzieé nastepujaco: po-
miar to odwzorowanie empirycznego systemu relacyjnego (np. U) w liczbowy system
relacyjny (np. B), ktére zachowuje wszystkie relacje i operacje na U. Teoria pomiaru
zajmuje sie wlasnie $cistym definiowaniem i konstruowaniem takich odwzorowar. For-
mutuje ona warunki lub aksjomaty, przy ktérych pomiar ma sens i jest mozliwy. Nazywa
sie to problemem reprezentacji. Gdy takie warunki zostana sformulowane, nalezy nas-
tepnie rozpatrzyc problem jednoznaczno$ci, tj. zbadad, czy wprowadzony system mie-
rzenia (skalowania) jest jedyny. Teoria pomiaru mocno wykorzystuje matematyczng
teorie relacji(miedzy elementami zbioréw o réznej naturze ich elementéw) i konstruuje
takie odwzorowania (funkcje), ktére zachowuja relacje systemu empirycznego. Mozna
powiedzieé, ze matematyczna teoria pomiaru to system aksjomatéw i twierdzen, kté-
rych celem jest wyjasnienie, kiedy pewne atrybuty obiektéw (w tym ludzi) i zdarzen
moga by sprecyzowane $cisle, jednoznacznie i efektywnie przez liczby (Roberts, 1979).

Aby wyprowadzié konkretny zwiazek miedzy skala ukladu empirycznego i liczbo-
wego, zachodzi potrzeba okreslania wlasciwej funkcji fodzwierciedlajace;j te relacje, np.
z = f(x). W ogdlno$ci, postaé tej funkcji nie jest znana, chcemy jednak, aby miala ona
pewne ,naturalne” wlasnosci, np. aby byla ciagla, addytywna, a takze, aby spelniata inne
istotne warunki w rozwazanej sytuacji. W rozwiazywaniu probleméw szczegétowych
teorii pomiaru nalezy wiec znalez¢ takie funkcje, ktore, na przyktad, speiniajg warunki:

A) fx+y)=1f(x)+1{(y), B) flx+y)=1{(x){(y), C) f(xy)=1f(x)f(»,
gdzie warto$ci argumentu funkcji naleza do zbioru liczb rzeczywistych lub do jego dodat-
niej cze$ci. W odréznieniu od ,,szkolnych” réwnari poszukujemy tutaj nie zmiennych nie-
zaleznych (%, y), ale nieznanej funkcji f. Powyzsze réwnania funkcyjne maja rozwiazania:

A) f(x) = ax, B) f(x)=0 lub f(x)=e", C)f(x)=01ub f(x)=x",

gdzie a jest stala, za$ e jest znana liczba réwna 2,7183 (podstawa logarytmu naturalnego).

Psychologia poznawcza: podatny grunt dla matematyki

Jedne z pierwszych badan w psychologii dotyczyly proceséw pamieciowych (Ebbing-
haus, 1885), ktére Scisle lacza sie ze zjawiskami poznawczymi czlowieka. Z biegiem
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czasu badacze wykrywali coraz to nowe zalezno$ci zwiazane z dzialaniem pamieci i moz-
liwosciami uczenia sie. Wtedy tez, za pomoca prostego wzoru matematycznego, zilustro-
wano zaleznos¢ pokazujaca, ze proces uczenia sie wydluza sie w okreslony sposéb
w miare zwiekszania sie ilo$ci materiatu (dlugo$ci ciagu elementéw do zapamietania).
Zalezno$¢ ta, od nazwiska autora, nazwana zostala prawem Foucaulti orzeka, ze czas
potrzebny na wyuczenie sie jakiego$ materiatu réwna sie iloczynowi kwadratu dlugosci
ciagu i pewnej liczby stalej. Wzér przedstawia sie nastepujaco: ¢= k/°, gdzie: ¢ - czas
potrzebny do nauczenia sie, k- pewna stala dodatnia, /- dlugo$¢ ciagu (Strelau, 2000).
Z uplywem czasu proponowano kolejne hipotezy i teorie uczenia sie wyrazane mate-
matycznie, majace na celu wyjasnienie zachowania ludzi i zwierzat w kategoriach ilos-
ciowych. W latach czterdziestych ubieglego wieku zajmowali sie tym gtéwnie behawio-
rysci budujacy swoje modele w oparciu o proste relacje miedzy bodZcem a reakcja, czes-
to z wykorzystaniem rozbudowanego systemu nagréd i kar (np. Hull, 1943). Stopniowo
zaczeto podejmowac proby matematycznego opisu tego, jak przebiegaja rézne procesy
pamieciowe, na przyklad, jak wczesniej zapamietane elementy wplywaja na zapamie-
tanie kolejnych, lub jak szybko jeste$my w stanie zapamietac, zapomnie¢ lub przypom-
niec sobie okreslone rzeczy. W tego rodzaju badaniach starano sie, miedzy innymi, sza-
cowac ilosciowo, w jaki sposéb nabywana jest wiedza zwiazana z umiejetno$ciami jezy-
kowymi (Atkinson, 1972).

W nurcie psychologii poznawczej wazne miejsce zajmuje teoria przetwarzania infor-
macyi(Miller, 1956), przy pomocy ktérej podjeta zostala préba zrozumienia, jak funkcjo-
nuje ludzki umyst. Kiedy w 1948 roku Shannon opublikowal swa prace o matematyczne;j
teorii informacji (dla potrzeb éwczesnej techniki w zakresie laczno$ci, przesylania
sygnaléw, ich kodowania itp.) otworzyla sie tez mozliwoscé, aby jej pojecia i metody
rozszerzy¢ na inne dziedziny. Z wiedzy tej starala sie skorzysta¢ w szczegdlnosci psy-
chologia — w celu lepszego zrozumienia mechanizméw funkcjonowania ludzkiego umys-
tu. Rzeczywiscie, stosunkowo szybko zauwazono, ze nie ma potrzeby, aby jezyk teorii
informacji ograniczac do inzynierskich uktadéw komunikowania sie. Jest on bowiem na
tyle ogélny, ze moze byc¢ stosowany do wszystkich sytuacji, gdzie przeprowadzamy
obserwacje i eksperymenty oraz poszukujemy informacji. Réwniez z tego powodu,
odnotowac nalezy do$¢ wczesne wykorzystanie metod matematycznej teorii informacji
w statystyce, o czym $wiadczy ksiazka Kullbacka (1959).

Do proceséw poznawczych zaliczamy réwniez dzialanie systemu pamieciowego,
ktérym to zainteresowali sie Atkinson i Shiffrin (1968). Badacze ci, korzystajac z doko-
nani Millera (1956) w zakresie przetwarzania informacji, stworzyli tzw. magazynowy
model pamieci, na ktéry sktadaja sie trzy gtéwne elementy. Sa to: pamiec sensoryczna
(odpowiedzialna za pobieranie informacji za pomoca zmystéw), pamiec¢ krétkotrwata
(mogaca pomiesci¢ miedzy 5 a 9 elementéw, ktére sa przetrzymywane tymczasowo)
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i pamied dlugotrwata (o nieograniczonej pojemnosci, stuzaca do przechowywania wszel-
kich informacji). Ponadto, w modelu tym uwzglednionych jest wiele réznych, wzajemnie
powiazanych proceséw, takich jak: zapominanie, powtarzanie, wyszukiwanie czy prze-
chowywanie. Wiasnie ze wzgledu na zachodzace w nim procesy umyst ludzki, w ujeciu
wspomnianego modelu, poréwnywany jest do funkcjonowania komputera (tzw. metafora
komputerowa) i tym wzbudzil duze zainteresowanie matematykéw i informatykéw.
Starali sie oni wprowadzi¢ rygor nauk Scistych do, wciaz niejednoznacznych, rozwazan
psychologicznych oraz dostarczyé ,,twardszych” przeslanek, ktére doglebniej wyjasni-
lyby, w jaki sposéb umyst ludzki przetwarza informacje. Duza role odegraly w tym za-
kresie badania czaséw reakcji przy wykonywaniu réznych zadan poznawczych, co po-
moglo zrozumieé mechanizmy zwigzane z przetwarzaniem réznego typu danych, jakie
zawiera ludzki umyst (np. Link i Heath, 1975).

Ogdlniej mozna powiedzied, ze teoria informacji, jako w pelni rygorystyczna teoria
matematyczna pozwala charakteryzowac ilo$¢ informacji, jaka reakcja neuronu dostar-
cza o dzialajacym na niego bodZcu. Co wiecej, pozwala ona oceni¢ maksymalng ilo§¢é
informacji, jaka moze przechodzié przez ,informacyjny kanal neuronalny”. Informacja
jest transmitowana miedzy neuronami w postaci ciagu impulséw lub poprzez stopniowe
zmiany potencjatu blony komoérkowej. We wspélczesnej neurobiologii metody teorii
informacji wykorzystywane sa tez do charakteryzowania ilosci informacji generowane;j
przez bodZce ciaglte i zmienne w czasie. W tym przypadku reakcja neuronu zalezy nie
tylko od aktualnie dziatajacego bodZzca, ale takze od ,historii” stymulacji (dziatajacej na
neuron). Nie bedziemy tutaj wchodzié w dalsze szczegély poruszanych problemdéw. Sa
one obecnie przedmiotem badari w neurobiologii (np. Borst i Theunissen, 1999).
W ogdlniejszym ujeciu analiza przeplywu entropiiiinformacji w uktadach dynamicznych
jest przedmiotem zainteresowania matematyki stosowanej (Sobczyk, 2001; Sobczyk
i Holobut, 2011).

Z omawianym tu nurtem psychologii poznawczej wiaze sie tez obszar badan zwany
Dpsychofizyka. Przedmiotem zainteresowania jest tu opisywanie zalezno$ci miedzy fizycz-
nymi wlasciwo$ciami bodZcéw, jakie dziataja na zmysly, a wrazeniami psychicznymi,
jakie wowczas powstaja. Jednym z dokonari tego nurtu badan jest teoria detekcji sygnafu
(signal detection theory), wedtug ktérej komérki nerwowe (neurony) na biezaco wy-
sylaja informacje do mézgu, nawet wéwczas, gdy nie zaistniat odpowiedni bodziec (Gold-
stein, 1989). Zjawisko to zwane jest szumem neuronalnym, a poziom owego szumu sta-
le sie waha. Nawet w przypadku wystapienia bodZca o bardzo stabym natezeniu neurony
reaguja podobnie jak przy bodZcu o normalnej sile. Wéwczas nasz mézg musi ustalié,
czy uznac taka informacje od neuronéw za szum czy sygnat o realnym bodzcu. A zatem,
w teorii detekcji sygnatu wykrywanie bodZcow traktowane jest w duzej mierze jako pro-
ces podejmowania decyzji, w ktérym wystepuja cztery mozliwosci: trafienia, chybienia,
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prawidlowe odrzucenia i falszywe alarmy. Oprécz czynnik6w poznawczych na detekcje
sygnatu wplyw ma takze charakter bodZca oraz to, jak bardzo wrazliwa jest dana osoba
na ten bodziec. Innymi stowy, czlowiek jest w stanie wykry¢ np. bardziej intensywne
dzwieki lub sygnaly $wietlne latwiej niz te mniej intensywne. Co wiecej, do wywolania
tej samej reakcji bardziej wrazliwa osoba wymaga mniejszej intensywnosci bodZca niz
osoba mniej wrazliwa.

Wréémy jednak do czterech opisanych wyzej mozliwos$ci zachowania w procesie
wykrywania sygnatu. Kiedy osoba nie jest pewna, czy w danej sytuacji bodziec byt obec-
ny, moze zdecydowac na podstawie tego, jaki rodzaj bledu w podejmowaniu decyzji jest
w danym momencie mniej ryzykowny. Czy lepiej uznad, ze bodZca nie ma, gdy w rze-
czywisto$ci jest (blad chybienia), czy uznad, ze bodziec wystapil, podczas gdy naprawde
go nie bylo (blad falszywego alarmu). Mozna to zilustrowaé przykladem z zycia codzien-
nego. Zalézmy, ze z niecierpliwo$cia oczekujemy waznego goscia. Gdy nadchodzi czas
odwiedzin, moze nam sie wydawac, ze uslyszeliSmy pukanie, jednak kiedy otwieramy
drzwi, orientujemy sie, ze nikogo nie ma. Okazuje sie, ze w takich sytuacjach jesteSmy
specjalnie wyczuleni na ,wykrywanie” okreslonych bodZcéw, ktére w rzeczywistosci
moga nie wystapic. Dzieje sie tak, poniewaz bytoby gorzej przegapic prawdziwe pukanie,
anizeli sprawdzi¢ kilka razy ,na prézno”, zanim nasz go$¢ naprawde przyjdzie. Warto
wiedziecd, ze w réznych sytuacjach rézne decyzje i strategie dzialania moga by¢ naj-
bardziej optymalne. W tym kontekscie matematyka stuzy psychologom do okreslenia
prawdopodobieristwa podjecia przez dana osobe decyzji zgodnej z okre§lonym wzorcem.
Na tej podstawie mozna oszacowac indywidualng wrazliwos¢ poszczegdélnych oséb na
konkretne bodzce.

Kolejne wazne odkrycie w nurcie psychofizyki opisali Weber i Fechner. Prawo
nazwane od ich nazwisk sugeruje, ze gdy dziala na nas okreslony bodziec, to intensyw-
no$¢ subiektywnego doznania z nim zwiazana jest wprost proporcjonalna do logarytmu
intensywnosci owego bodzca, czyli Y = k logS, gdzie: Y - doznanie, k - stala dodatnia,
S - bodziec. Pojawia sie przy tej okazji pojecie progu roznicy, ktére opisuje zdolno$é
czlowieka do stwierdzenia, ze jeden z bodZc6w jest inny od drugiego. Kiedy postrzegane
réznice sg zbyt mate (ponizej progu réznicy), to poréwnywane bodzZce (np. obiekty) wy-
daja sie takie same. Moze miec to zastosowanie w sprzedazy, kiedy producent decyduje
sie zmniejszy¢ opakowanie danego produktu (redukujac w ten sposéb koszty) w taki
sposéb, ze réznica ta jest na tyle mala, iz konsumenci jej nie zauwazajg i nadal kupuja
produkt z taka sama czestotliwoscia (Falkowski i Tyszka, 2009). Opisana zalezno$é
zwiazana z progiem réznicy dotyczy nie tylko zmystu wzroku, ale takze smaku lub za-
pachu. Do pomiaru progu réznicy wykorzystuje sie pojecie ledwo dostrzegalnej roznicy
(ang. just noticeable difference), tj. takiej réznicy miedzy bodZcami, ktéra juz moze
zostac zaobserwowana. Ledwo dostrzegalna réznice mozna obliczy¢, korzystajac z naste-



Wokot matematyki i psychologii 77

pujacego réwnania: Al/ I= k, gdzie: I —wielko$¢ bodzca, Al - przyrost wielkosci tego
bodZca wystarczajacy do zaobserwowania réznicy w spostrzeganej wielko$ci, k - stata
dodatnia.

Wymienione zagadnienia dotyczace takich aspektéw funkcjonowania umystu, jak:
pamied, uczenie sie, podejmowanie decyzji czy postrzeganie, pokazuja, ze psychologia
poznawcza juz od dawna stanowi podatny grunt dla matematyki. Nic wiec dziwnego, ze
czesto méwi sie o dominacji tego dziatu psychologii nad pozostalymi, z wzgledu na jego
bardziej Scisly i naukowy charakter. Wiecej, wydaje sie, ze mozna powiedzieé, iz pro-
blemy z pogranicza psychologii poznawczej, neurobiologii i matematyki beda coraz
bardziej przyciaga¢ uwage badaczy.

Interakcje i strategie: teoria gier

Inna wazna dziedzina, w ktérej spotyka sie psychologia z matematyka, jest teoria
gier. Chodzi o $ciste, matematyczne ujmowanie sytuacji, w ktoérych zachodzi aktywna
interakcja miedzy osobami, grupami oséb konkurujacych lub wchodzacych w koalicje.
Cecha charakterystyczna tych oddzialywan jest sprzecznos¢ intereséw, czesto konflikt,
ale takze kooperacja. Takie interakcje sa przedmiotem zainteresowania wielu réznych
dziedzin, jak np. ekonomii, nauk politycznych, socjologii, jak tez psychologii dla ktérej
wazne jest rozpoznanie genezy konfliktéw i roli ré6znych czynnikéw osobowosciowych
oraz spolecznych wich przebiegu. Z pomoca przychodzi teoria gier— dziedzina matema-
tyki stosowanej stawiajaca sobie za cel budowanie ogélnego i sformalizowanego pode;j-
$cia do opisu i analizy wszelkich sytuacji, w ktérych wystepuje konflikt intereséw, a in-
dywidualny sukces (jednostki badZ grupy) zalezy od zachowan (strategii) strony prze-
ciwnej. Chociaz zar6wno nazwa ,teoria gier”, jak i podstawowe pojecia (takie jak: gracz,
strategia, reguly gry, wyplata itp.) zostaly zaczerpniete z gier towarzyskich, to wspélczes-
na teoria gier rzadko do nich nawiazuje. Koncentruje sie bowiem na wypracowaniu ogol-
nych i najbardziej racjonalnych dyrektyw/strategii dzialania w sytuacjach interakc;ji z kon-
frontacja intereséw. Charakterystyka gry, ktéra jest (uproszczonym) modelem rzeczy-
wistej interakcji konfliktowej, polega na okresleniu nastepujacych elementéw: liczby gra-
czy, mozliwych (dopuszczalnych) dzialan kazdego gracza (jego strategii), regul gry, ocen
indywidualnych wynikow gry (uzytecznos$c) oraz specyfikacji preferencji graczy wzgledem
mozliwych wynikéw (Kozielecki, 1970; Malawski, Wieczorek, i Sosnowska, 1997).

Rozstrzyganie konfliktéw jest procesem decyzyjnym, chodzi bowiem o racjonalne
podejmowanie decyzji o wyborze strategii, ktére sa optymalne wedlug przyjetych kry-
teriéw. W tym sensie teoria gier laczy sie z szersza dziedzina nazywang feorig podejmo-
wania decyzji. Gtéwnym czynnikiem (lub kryterium), ktéry decyduje o wyborze strategii
w sytuacji konfliktowej jest subiektywna warto$¢ (charakteryzujaca te strategie),
nazywana uzyteczno$cia (ang. utility, takze utility theory). Funkcja okre§lona na zbiorze
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wynikéw gry, ktérej wartosciami sa ,,wyplaty”, nosi nazwe funkcji uzytecznoéci. Moze
ona stuzy¢ jako wygodny sposéb charakteryzowania réznych preferencji.

Czytelnik moze tatwo wyobrazic sobie, ze matematyczna reprezentacja rzeczywis-
tych sytuacji konfliktu i kooperacji (szczegdlnie przy duzej liczbie graczy) przybierac
moze forme bardzo skomplikowana. Poza tym, w wielu sytuacjach trudno jest wskazaé
wszystkich uczestnikow gry, doktadnie okreslic ich mozliwe strategie itp. Moze by¢ tez
tak, ze parametry okreslajace gre nie sg stale i znane, ale zmieniajace sie zgodnie z pew-
nym rozkltadem prawdopodobieristwa. Istniejg tez sytuacje, ktérych opis matematyczny
w postaci gry musi jawnie uwzglednia¢ zaleznos¢ podstawowych zmiennych od czasu.
Prowadzi to do modelu gry ewolucyjnej (lub rézniczkowej). Na szczescie sama teoria
gier - jako dziedzina nauki - jest ciagle w okresie intensywnego rozwoju.

Modelowanie matematyczne i nowe metody w psychologii

Aby doglebnie zrozumied i opisac zlozone procesy psychologiczne, czesto nie wys-
tarczy przeprowadzenie nawet serii porzadnych eksperymentéw. W takich sytuacjach
pomocna dloni moga psychologom poda¢ matematycy, ktérzy za pomoca, chociazby,
réwnari rézniczkowych sa w stanie $cislej i precyzyjniej opisac to, co ma byc wyjasnione.
W ostatnich latach taka wspélpraca w zakresie modelowania matematycznego w nau-
kach spolecznych obiecujaco uwidacznia sie w dynamicznej psychologii spotecznej
(Nowak i Vallacher, 1998). Takie zagadnienia, jak: dynamika zwigzkéw romantycznych,
koordynacja, wplyw lidera na grupe czy dynamika zmiany postaw, sa coraz czesciej po-
dejmowane i opisywane przez matematykéw. Dla przyktadu, zwiazek (przyjacielski badz
milosny) dwojga ludzi mozna potraktowad, jako uklad skladajacy sie z dwu elementow,
ktére wzajemnie na siebie wplywaja. Na kazdy z tych elementéw oddzialuja rézne
czynniki, jak na przyklad: cechy osobowosci partneréw, ich style przywiazania, poglady,
ale réwniez zmiany nastrojéw wywolane pogoda, sytuacja w rodzinie czy pracy. Co wie-
cej, tego typu uklady spoteczne skladaja sie w rzeczywistosci nie z dwu, lecz czesto
wielu oséb (elementéw) powiazanych ze sobg i zmieniajacych sie w czasie. Opisanie tak
zlozonych struktur jest dla matematyki nie lada wyzwaniem, stad, w duzej mierze, obec-
ne badania skupiaja sie na opisie oddzialywania konkretnego czynnika (np. styléw
przywiazania partneréw) na ,,czysty” uklad dwuosobowy (Gragnani, Rinaldi i Feichtinger,
1997). Takie podejscie jest oczywiScie duzym uproszczeniem, gdyz skupia sie na
wyjasnieniu jednego czynnika w oderwaniu od innych oraz zaklada, ze partnerzy w zwiaz-
ku za kazdym razem reaguja w sposéb konsekwentny i zgodny z przyjetymi zalozeniami.
Niemniej badania takie sg potrzebne, gdyz im wiecej jest préb matematycznego opisu
dynamicznych zjawisk psychologicznych, tym jesteSmy blizej ich zrozumienia.

Rozwazmy dla przyktadu dynamike zwiazku romantycznego (uczuciowego) — pro-
cesu, ktéry w ostatnich latach byt przedmiotem analiz matematycznych (np. Sprott,
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2004). Tego rodzaju relacja miedzyosobowa nalezy do prostszych, gdyz dotyczy tylko
dwojga ludzi. Naturalnym punktem wyj$cia do tej analizy jest tzw. teoria przywigzania
(ang. attachment theory, Griffin i Bartholomew, 1994; Collins i Read, 1990), ktéra stara
sie wyjasnié, dlaczego niemowle staje sie emocjonalnie przywiazane do pierwszych
opiekunéw i dlaczego czesto odczuwa ono dyskomfort psychiczny, kiedy jest od owych
rodzicéw oddzielone. W tym kontek$cie wyrdznia sie rézne style przywiazania (bez-
pieczny, lekowo-ambiwalentny, unikajacy) zaréwno w przypadku dzieci, jak i ludzi do-
rosltych (Fuller i Fincham, 1995). Istnieje przekonanie, ze wladnie styl przywiazania
0s6b w zwiazku romantycznym ma istotny (a nawet zasadniczy) wplyw na jego przebieg
w czasie. OczywiScie, pierwsza kwestia w matematycznym modelowaniu uczuciowego
zwiazku romantycznego (milosci) jest wlasciwe zdefiniowanie takiego zwiazku i scha-
rakteryzowanie go poprzez odpowiednie zmienne. W psychologii zidentyfikowano kilka
sktadnikéw mitosci, konkretnie: intymno$¢, namietnos$é i zobowiazanie, a kazdy z tych
komponentéw jest ztozona mieszaning réznych odczuc (Wojciszke, 2004).

Jak sie wydaje, pierwsza proba modelowania matematycznego procesu zwigzku
uczuciowego miedzy dwoma osobami zwiazana jest z nazwiskiem Strogatza (1988).
Prosty model liniowy ma postac¢ uktadu dwéch réwnan rézniczkowych postaci:

X, =aX, + bX,

X, = cXy+ dX,
gdzie X = X (¢)oznacza ,intensywno$¢” mitosci mezczyzny (np. Romea) do kobiety
(np. Julii) lub nienawis¢ (gdy X przyjmuje wartosci ujemne) w czasie £ Analogicznie
X,;= X,(¢) oznacza intensywnos¢ mitosci Julii do Romea. Parametry ai b specyfikuja
yromantyczny styl” Romea, za$ ci d charakteryzuja ,,styl” Julii. Dokladniej, parametr
a okresla te doze uczucia Romea, ktéra ,pochodzi” od jego wtasnych odczud, za$ b -

doze uczucia Romea stymulowana przez uczucia pochodzace od Julii. SymboleX .4
oznaczaja pochodne odpowiednich funkcji X;i X; wzgledem czasu £(tj. szybko$¢ zmiany
wartosci tych funkcji, gdy czas przyrasta o bardzo mata wielko$é A£). Pierwsze réwnanie
opisuje wiec, w jaki spos6b milo§¢ Romea zmienia sie w czasie; zmiana ta (dokladniej:
jej szybko$¢) jest proporcjonalna do wielko$ci jego wlasnego zaangazowania, w chwili
t i wielkosci milo$ci okazywanej mu przez Julie. Drugie réwnanie charakteryzuje
analogiczng zmiane ,intensywnos$ci” mitoéci Julii. Jest oczywiste, ze dodatnie warto$ci
funkeji Xi(2)1 X (9 reprezentujg pozytywne odczucia mitosci (od przyjazni do namiet-
nosci), podczas gdy warto$ci ujemne tych funkcji sa zwiazane z odczuciami spadku
intensywnos$ci zwiazku romantycznego. Latwo zauwazyd, ze parametry a2i ¢ moga by¢
interpretowane jako ,romantyczna bezwladno$c¢”, za§ bi d - jako wspélczynniki wply-
wu. Romantyczna bezwladno$é Romea jest maksymalna, gdy a= 0. Analize powyzszego
uktadu réwnarn przeprowadza sie przy zadanym warunku poczatkowym (tj. zadanych
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warto$ciach funkcji Xy (£)i X;(¢)dla ¢= ¢,) i zadanych wartosciach parametréw a, b,
¢, d, ktére moga byc dodatnie lub ujemne.

Opisany wyzej model jest liniowy, wobec czego dynamika zwigzku romantycznego
moze nie by¢ wystarczajaco realistyczna. Mozna jednak sformulowaé model w postaci
nieliniowych réwnan rézniczkowych. Wéwczas w ogélnoéci trajektorie (rozwiazania)
ukladu dynamicznego moga wykazywac znaczaca komplikacje. Mozna tez wyobrazié
sobie, ze parametry modelu nie s3 stale, lecz zmieniaja sie w czasie. Odpowiedni uktad
réwnan (model) jest wtedy ukladem o zmiennych wspéiczynnikach. Istnieje takze
mozliwo$cé uwzglednienia losowych fluktuacji w modelowaniu dynamiki zwiazku roman-
tycznego. Otrzymujemy wtedy jako model - uklad stochastycznych réwnan réznicz-
kowych (Sobczyk, 1973). Jak sie wydaje, takie modele w kontek$cie probleméw psy-
chologicznych nie byly jeszcze analizowane.

Waznym obszarem w dynamicznej psychologii spolecznej jest wyjasnianie, jak
powstaja i zmieniajg sie postawy, poglady czy sady (dotyczace wydarzen, ludzi etc.).
Zjawiska te mozna réwniez przedstawic jako uktady wspélzaleznych od siebie elemen-
téw oraz opisywac je matematycznie w postaci ukltadéw réwnan rézniczkowych, ogélnie
- nieliniowych. W tym kontek$cie wazne jest pojecie atraktora, czyli punktu réwnowagi,
do ktérego daza trajektorie ukltadu dynamicznego. Dla przykladu, jesli nasze poglady
w danej kwestii sg stabilne i konsekwentne, to nawet gdy dyskutujemy z kims$ o innych
pogladach i rozumiemy go, to po czasie, tak czy inaczej, uznamy swdéj punkt widzenia
za stuszny. Wrécimy w ten sposéb do pewnego stanu réwnowagi, niczym wahadto, ktére
wykonawszy ruch, na koricu powraca do stanu wyjSciowego. Moze sie jednak zdarzyc,
ze nasze poglady w danej kwestii nie sg sprecyzowane i silny wplyw maja na nas inne
elementy ukladu spolecznego. Wtedy moze nastapic przesuniecie atraktora, badz tym-
czasowa zmiana liczby atraktoréw ( bifurkacja). Vallacher i Nowak (1994) zaproponowali
praktyczne narzedzie do badania dynamiki tego typu zjawisk psychologicznych — tzw.
metode myszy. Polega ona na ustosunkowywaniu sie na biezaco, za pomoca ruchu kur-
sora myszy komputerowej po ekranie, do okre§lonych treéci przedstawionych w bada-
niu. Na przyklad, stuchajac wypowiedzi polityka, réwnolegle operujemy mysza, w taki
sposob, ze zblizenie sie kursorem do Srodka ekranu oznacza, iz w tym momencie zga-
dzamy sie z jego wypowiedzia, natomiast oddalenie kursora na bok ekranu oznacza, ze
sie z nim nie zgadzamy. Szczegélowe dane liczbowe, ktére kryja sie za tego rodzaju ru-
chem myszy komputerowej moga by¢ nastepnie przedstawione w postaci wykresu i wy-
korzystane do analizy przebiegu oraz dynamiki badanych ustosunkowan. Potencjalnie
dane te moga réwniez postuzy¢ matematykom do budowania wlasciwego modelu bada-
nych zjawisk.

Tak jak w uktadach spolecznych elementami sa czesto konkretne osoby, tak w in-
nych obszarach psychologii modelowaniu podlega¢ moga, na przyklad, relacje miedzy
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réznymi funkcjami mézgu. W neuropsychologiimodelowanie matematyczne byto wyko-
rzystywane od dluzszego czasu (Grossberg, 1969). Stalo sie to mozliwe, w duzej mierze,
dzieki $cilejszemu, w poréwnaniu do gléwnego nurtu psychologii, charakterowi danych,
ktére moga pochodzi¢ chocby z badari aktywno$ci mézgowej za pomoca EEG (elektro-
encefalograf). Innym narzedziem wykorzystywanym coraz czesciej w psychologii jest
okulograf (ang. eye-tracker), pozwalajacy $ledzic i analizowac ruch gatek ocznych. Na-
rzedzie to dostarcza bardzo konkretne dane, ktére moga stuzyc takze matematykom do
opisu réznych proceséw uwzgledniajacych zmyst wzroku. Od strony psychologicznej
okulograf stosowany jest przy projektowaniu reklam (pomaga okreslié, na jakich ele-
mentach klienci najczesciej skupiajg wzrok) oraz w lingwistyce poznawczej (dziedzinie
zajmujacej sie badaniem relacji miedzy jezykiem a procesami umystowymi). Wydaje sie,
ze modelowanie matematyczne oraz nowe metody badawcze (np. metoda myszy, okulo-
graf) beda odgrywaly w psychologii i innych naukach spotecznych coraz powazniejsza role.

Podsumowujac caly niniejszy tekst dotyczacy powiazan miedzy matematyka a psy-
chologia, nalezy wyraznie zaznaczy¢, ze nie mogt on wyczerpac wszystkich istniejacych
relacji miedzy tymi dwiema rozleglymi dziedzinami nauki. Autorzy starali sie naswietlié
te obszary psychologii, ktére z powodzeniem korzystaly z wiedzy matematycznej.
Poczawszy od pierwszych metod statystycznych i teorii pomiaru, poprzez zastosowania
w psychologii poznawczej, po modelowanie matematyczne réznych zagadnien spotecz-
nych i psychologicznych.
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On mathematics and psychology

The article is on the mutual relations between mathematics and psychology, with a special em-
phasis on these mathematical methods which have influenced contemporary research in psy-
chology in the most visible way. These include: mathematical statistics, measurement theory,
mathematical information theory (in cognitive psychology), game theory and modelling via diffe-
rential equations (in dynamical social psychology). It is no doubt that mathematical reasoning
in various problems in psychology constitutes an attractive path in the modern psychological
research.

Key words: mathematical measurement theory, information theory, game theory, dynamics of
psychological processes
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